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Resume. Nous prouvons des inegalites concernant le produit sup u x inf u 
pour des operateurs elliptiques d'ordre 2 et 4. Ces inegalites et le phenomena 
de concentration nous permettent d'obtenir le comportenient asymptotique des 
Ph ' solutions de ces EDP. 
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Abstract. We proove some inequalities concerning the product supu x 
inf u < c, supu X inf u > c for some elliptic operators of order 2 and 4. Those 
inequalities and the concentration phenomena we can describe the asymptotic 
behavior of those PDE solutions. 
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Dans la suite nous notons le laplacien geometrique par A = — VV^ 



On s'occupe de certaines inegalites de Harnack de type sup x inf et leurs ap- 
^ \ plications aux phenomenes de concentration dans le cas d'operateurs elliptiques 

d'ordre 2. Ce type de problemes est bien connu voir par exemple, [Bl], [B2] 
[C-L], [DLN], [GT], [H], [He] [LI], [L2], [M] et les resultats obtenus utilisent les 
S . techniques de symetrie voir [GNN]. 

Les phenomenes de concentration et leurs consequences ont beaucoup ete 
etudiees, precisement dans la recherche de meilleurs constantes dans les inegalites 
de Sobolev voir par exemple [Au], [Au, D, He], [DHR] et [He,V]. En ce qui nous 
concerne, ce type d'inegalites ( sup x inf ) et le phenomene de concentration, 
nous permettent de decrire le comportement asymptotic de certaines solutions 
d'EDP. 



*Adresses e-mails: sairLybahoura@yahoo.fr, bahoura@ccr.jussieu.fr 



Considcrons unc suite de reels positifs (ei)i>o avec Ci ^ et unc suite de 
fonctions v^. > sur §„, telles que: 

n(n — 2) n — 2 ^^ m ^ f- 

4 4(n — 1) 

2n 

avec, iV = , <a<V^.(x) <b< +oo,\f x e §„ ct ||VVe.||oo < ^• 

n — 2 

On suppose que pour tout i que les fonctions V^- et We^ sont regulieres. 
Theoremel. Sous ces hypotheses la suite (v^.) verifie, 

1/4 

('»,_9W9 / 1 



("-2)/2 ( supw,. ) X inf w,. -^ 0. (1) 



On s'interesse aussi au probleme suivant: 



Au, = yi(|a;|)u,^"i"'* dans Si(0) et m, == sur 9Bi(0). 

Ou -Bi(O) est la boule unite de M" et Vi est une fonction decroissante de |a:| 
qui verifie < a < 1^(1x1) < b < +oo pour tout x. On suppose que les fonctions 
Ui et Vi sont regulieres pour tout i. 

Thoreme 2. Pour tout compact K de _Bi(0), 

sup Ui X inf Ui > c ~ c{a, b, K, 51, n) > 0. 
Bi(0) ^ 

Application: 

Considerons le probleme suivant: 

Aug. = n{n — 2)u£.^^^^'% u^. > dans fi et u^. = sur dfl (E), 
avec, 51 un ouvert borne de IR". 

Pour ce type d'equation il existe de nombreux resultats de compacite et de 
comportemcnt asymptotique voir par exemple, [BP], [H], [He] 

Nous avons, 

Theoreme 3. 1) II existe ci — ci(n, il) > 0,C2 — C2{n, 51) > telles que: 

C2 < \\uei\\m{n) < Cl. 

2) Si 51 est etoile, alors, il existe une sous-suite (ue) pour laquelle, il existe 
un m eW et un nombre fini de points de concentrations xi,a;2, ■■■,Xm G 51 tels 
que: 

i) lim M.. ^ dans Cf^^i^ - {xi, . ..Xm}), 



V /c e {1, . . . ,m}, 3 (xj^k) avec , Xj,k -^ Xk et u^.{xj^k) -^ +00. 

m 

ii) lim u^ "'^^ — > lijSr avec /i, > — ^. 

/ci la convergence est au sens des distributions. 

Hi) Pour tout compact K de fJ — {xi, . . . , Xm} , H existe une constante positive 
c — c{K, fl,n) > telle que: 

SUpUe^ X SUpUe^. < C. 

n K 

iv) II existe un voisinage lj du bord dQ et une constante positive c — c(lu, fl, n) 
tels que: 

sup Uej X sup Uf. < c. 

n oj 

v) il existe deux constantes positives, /3i et P2 telles que: 



Pi < £j ( supue^. 1 < P2, 
plus precisement, il existe une fonction g G C^{dQ,), telle que, 



€j supu. 



n ) 2^k=il^k 



vi) il existe m reels positifs 71, ... , 7^, jk > n{n — 2)——, k £ {1, . . . , m}, 

2" 
tels que: 



snpue- X u^.{x) -^ S2'ykG{xk,x) dans Cf^^i^ - {xi, . . . ,Xm}), 

oil G est la fonction de Green du laplacien avec condition de Dirichlet. On 
peut prendre, g ~ X]fe=i lkG{xk, •) dans le v). 

Remarque: On vcrra que dans le cas ou Vt n'est pas etoile, les points i), ii), 
iii), iv) et vi) sc conservcnt. 

Concernant certains operateurs d'ordre 4, il existe des resultats comme [C 1], 
[ C 2], [C-G] et [V]. Nous nous occupons maintenant de savoir si pour certains 
d'entre eux des minorations du produit sup x inf sont possibles. 

Sur une variete Riemannienne compacte {M,g) de dimension n > 5, on 
considere I'equation suivante: 



A^u, + 6Au, + cu, = y,w/"+'')/("-''\ u, > sur M {E') 

avec, h, c> 0, c < — ct Q < Vi{x) < A. 



6' . . 

La condition < c < — est tres utile pour obtenir notre estimation, elle per- 

met d'avoir unc fonction dc Green avec d'interessantes proprietes et est utilisee 
pour appliquer le principe du maximum voir [C 2]. 

Theoreme 4- H existe une constante positive k — k{b,c, A, M, g), telle que, 

sup Ui X iniui > ky i, 

M M 

oil Ui est solution de {E') 

Autre resultat sur un ouvcrt fJ strictement convexc dc M" avec n > 5, 
considcrons I'cquation: 



A^u,: = u/"% u,: > dans Q., et u^ = Aue = sur dfl, {E") 

n + 4 4 

avec, p = et < e < 



n — 4 n — 4 

Theoreme 5. Pour tout compact K G VL, il existe c = c{K,il,,n) > telle 
que pour toute solution u^ de {E"), on ait: 

sup Ue X inf Ue > c. 
o K 

Pour les operateur d'ordre 4, il existe une identite de Pohozaev comme pour 
ceux d'ordre 2( [P]), voir [C-G], et I'cquation (-E"), avec e = 0, nc possede pas 
de solutions lorsque I'ouvert Vt est etoile. Ceci nous pousse a etudier {E") avec 
e>0. 

Pour I'equation {E"), il est important de remarquer que les points x^ oii 
les solutions Ue sont maximum, restcnt loin du bord dfl. Ceci est important 
pour estimer ces solutions pres du bord. Ce fait important est realise pour 
les ouverts ft strictement convexes, la methode utilisee est celle de symetrie de 
[GNN] et la transformation de Kelvin. Pour le laplacien d'ordre 2, I'equation 
reste invariantc par la transformation dc Kelvin, ce qui n'est pas le cas pour {E") 
et la condition dc strictc convcxitc du domainc peut attenuer la non invariance 
par cette transformation, voir [C-G]. 



Preuve du Theoreme 1: 

Supposons par I'absurde que (1) ne soit pas vraie, alors: 

1/4 



lim sup 

ei-»0 



6,:("-2)/2 I supv. 



X iniVf 



> c> 0. 



Soit Xg. le point oil v^^ atteint son niaxinium. On considere la projection 
steographique de pole y^ . point diametralement oppose a x^ . . 

On a: 

Si X = (xi, . . . , a;„, x„+i) G §„ et y = (j/i, . . . , y„) G R" I'image dc x par la 
projection stereographique, alors: 



2yi 



l + lyP' 



1 < i < n,x, 



1 •^n-\-l 






et, 



1 Xji 



+1 



50 = 



dy^, et Uf. = 



1 < i < n. 



(n-2)/2 



,i + |y|V " ' ' \i + \y\\ 

Soit 5 la metrique euclidienne et A^ le laplacicn pour cettc mctriquc, on 
obtient: 



\SUe, 



n-2 
4(n-l) 



H'W,u. 



N-l-a 



avec H{y) = 



i + \y\' 



(«-2)/2 



et, 



e.(0) = 2'" ^'"maxue. =:maxWf., et inf Uf. >miVf, 

S„ ' Bi(0) ' Si(0) ' S„ ' 



On en dcduit que, 



lim sup 



;,("-2)/2[«,.(0)]i/^x inf u, 

Bi(0) 



> c> 0. 



On se retrouve dans le cas du Thcorcnie 1 dc [B 1], les etapes de la preuve 
de ce Theoreme 1 se conservent ici, mais il faut verifier si le lemme 2 de I'etape 
2-3 se conserve. 

On a, a^i = pour tout entier i et. 



V;^(i,6') = e("-2)<=**/2[F(t)]<=^Ve.(e*6'), avec Hit) 



1 + e 



2t 



(ri-2)/2 



Comme, 



p/in-^)-^^m-'[u,Mf'>c>o, 



ce qui s'ecrit, 



et done. 



loge* > -- f ^^-7^ - -^ ) logu,.(0) + log5 = ii 



dtK, > 0, sur ] - 00, ti] X §„_i. 



Done, Ic Icnime 2 de I'etape 2-3 du Theorcnie 1 do [B 1] se conserve et la 
eonclusion de la preuve de ce Theorcnie 1 reste la meme ici, a savoir, 

[ue^(O)]"'^''' inf Ug. < c, pour tout i, 

-Bi(O) 

Or, d'apres notrc hypothese de depart, 

K(0)]V^Jnf^...>-^^+oo. 

Preuve du Theoreme 2: 

D'apres le Theoreme 1' de Gidas-Ni-Nirenberg [GNN], la methode moving- 
plane assure que Ui est radiale. Considerons la fonction de Green G du laplacien, 
on peut ecrire: 



maxui = Mi(0)= / G{0,y)Vi{\x\)ut{y)'^ ^ "' <h 

Ce qui donne: 

[u,(0)]4/("-2)-.. > c > 0, 

1 

avec, c : 



G{0,y)dy 

l(0) 



Si(0) 



/si(o)<^(0'2^)^y 

Comme dans le Theoreme 2 de [B-2], on utilise la representation par la 
fonction de Green pour prouver que I'energie tend vers 0, puis par le procede 
d'iteration de Moser, on prouve que Ui{0) ^ ce qui est contradictoire. 

Preuve du Theoreme 3: 



Preuve de 1): 

D'apres I'inegalite de Harnack du type sup x inf (voir [C-L], [LI] ou adapter 
la methode qui se trouve dans [B 1] avec les V^ = 1 ), pour tout compact K d'un 
ouvert Qq CC fl, il existe une constante positive c = c{K, flo, il, n) telle que : 

sup Ue X inf Ue < c. 

On salt que (voir [H] pages 164-165) pour S = Sq > assez petit: 

u,{x) < M = M{S, n,n) V X e {y, d{y, dn) < 6}. 



So depend de Q mais pas de e > 0. 

On prend, f^o = {x, d{x, dft) > — } et K ~ {x, d{x, dil) > }. 

Soit G la fonction de Green du laplacien avec condition de Dirichelet, alors: 

u,{x)^ f G{x,y)u^-^-'-{y)dy. 
En appliquant le principe du maximum a G, on a pour Sq > 0, 



G{x,y) >ci =ci(5o,^,n) >0 sur {x,d{x,d^) > 2Sa/3}x{y,d{y,dn) >So/2}, 
ce qui donne, 

c > supUf X inf Ue > / u^ ^'^{y)dy. 

K ^0 J {x,d(x,dn)>28o/Z} 

Comme, 

N-f- _ I „,N-e^„,\i„, I / „.N-e 



\\ue\\%Zl^ u'r\y)dy+ <-\y)dy. 

J{x,d(xMn)<2So/Z} J{x,d(x,di1)>2SQm 

On en dcduit que: 

\W\\%Z<c{n,^). 
En multipliant [E) par Uj G H}f(Q?) et en integrant par parties, on obtient: 

\W\\Hl{n) < c{n,n). 

D'autre part, en utilisant I'injection de Sobolev, puis en multipliant I'equation 
(E) par tie, en integrant par parties et en utilisant I'inegalite de Holder, on ob- 
tient: 



Ki\\u,\\%^,<K2\K\\%< / \\/u,f ^ n{n - 2) / u^-' ^ n{n - 2)\\u,\\%Zl, 

Jn Jn 

Ce qui donne, 

\\u,\\N-e >Ki>Oet \\Ue\\„i >K2>0. 

Preuve de 2): 

Point i): 

Comme u^ est bornee dans H^, on pent en extraire une sous-suite u^' -^ u 
et la convergence est presque partout, dans i^^f^/^) fort et dans H^ faible. 

La fonction u > verifie, Au — n{n — 2)u^^^ et w = sur dil. De plus 
\\u\\m{n) < liminfe^o ||weJ|ffi(o) < c{n,il). 



1') Regularite de u au bord: 

On sait (voir [H] pages 164-165), qu'il existe un voisinage lo du bord 9fi et 
constante positive M telle que: 

Uei {x) < M y X G LO. 

En utilisant le lemme 2 de [H] (ou le lenime 8 de [He]), on en dcduit que la 
suite (wej est uniformement bornee dans C^^" au voisinage du bord. En utilisant 
le theoreme d'Ascoli, la suite (ue.) converge vers une fonction C^ et done u est 
C^ au voisinage du bord. 

2') Regularite de u a I'interieur de ft: 

En utilisant les arguments de regularite locale de Trudinger (voir [T] theoreme 
3 et lemme page 268) et le theoreme de Ladyzenskaya-Ural'ceva (voir [Au] 
theoreme 4.40), on en deduit que u est au moins de classe C^{il,). 

Finalement u £ C^(r2). D'apres le principe du maximum u = ou u > 0. 
Comme fl est etoile, en utilisant la formule de Pohozaev [P], on conclut que 
meeO. 

Remarque: On pcut se passer du fait que fi est etoile. On sait que les points 
x^- oil Uf. est maximum restent loin du bord, alors, soit u^. est uniformement 
borne dans C*'(il) et on a done un rcsultat de compacite, soit, il existe une sous- 
suite de Uj. notee encore u^. telle que Me- (a:,;;) — > -l-cxo et dans ce cas I'inegalite 
de Harnack du type sup x inf et les estimations de Schauder ( au voisinage du 
bord), nous permettent d'avoir I'existence d'un point ag trcs proche du bord 
sans etre sur le bord ( oii u^. est uniformement bornee) tel que u(oo) = 0, le 
principe du maximum applique a u implique que u = 0. 

On definit un point de concentration xq comme suit, 

V (5 > liminf / u^^-'^{x)dx > 0. 

On prend la liminf au lieu dc limsup, dans la definition d'un point de 
concentration, pour pouvoir compter tous les points de concentrations, on verra 
plustard qu'il est plus simple de compter les points de concentrations ( qui serons 
en nombre fini). 

En utilisant le Lemme 1 dans [He] (avec la modification limsup devient 
liminf), on en deduit que si xo est un point de concentration, alors: 



liminf / u^ '^{y)dy > 

•^^0 JB(xn.S)nn 



iB(xo,s)nn 2'^ 

Comme Ue{x) < M sur {x,d{x,dfl) < S}, par les estimations elliptiques 
on en deduit que ||VMe||Loo(^^-) < M'. ou uj est un voisisnage du bord 9il. On 
conclut grace au Theoreme d'Ascoli que u^ converge uniformement vers sur un 
voisinage du bord et done il n'y a pas de points dc concentration au voisinage 



du bord. Dc plus en utilisant Ic Ic Icmmc 2 de [H] ou Icmmc 8 dc [He] et le 
theoreme 6.6 de [GT], on deduit que ||U(:||c2(;^) converge vers au voisinage to 
du bord.( on prend une couronne C voisinage du bord, les bords dC de C sont, 
9il ct 9(r2e„), on prend 77 une fonction telle que 77 = sur d{^f,-,) et 77 = 1 dans 
un voisinage de 9il, puis on s'occupe de I'equation /S.{riUf) = f^ <E C'^'^{C) et 
rjUe — sur dC ). 

Comme (uej est bornee dans H^{i^), par le theoreme de Rellich-Kondrachov, 
pour tout q G [1,N[, il existe une sous- suite notee encore (u^.) qui converge 
vers dans L''. En prcnant une suite q ^ A'^ et en utilisant le procede diagonal, 
on deduit qu'il existe une sous-suite notee encore (u^.) qui conevrge vers dans 
tons les L** avec q s [1, N[. 

En premiere conclusion, on obtient, une sous-suite notee (u^-) telle que 
I|weillc2(t.j) ^ et V (7 £ [1,./V[, ||ueJ|L9(o) ^ 0, avcc to un voisinage du bord. 

Comme Ue- est bornee dans L^ , on en deduit que si il y a des points de 
concentration alors ils sont en nombre fini xi, . . . Xm- De plus m est borne par 
un reel ne dependant que de fJ et n. 

On va voir que la suite u^^ a au nioins un point dc concentration. Sup- 
posons le contraire, soit alors K un compact de fi tel que ft — K C uj, ou uj 
est un voisinage du bord tel que, ||MeJ|c2((j) -^ 0, alors supj^u^. — Uf.{y^.) 
avec Vei ^ y G K. Apres passage a une sous-suite, il existe Sy > tel que, 
liniinfe^^o /gf s ) u^.~''^{x)dx = 0., on en deduit grace au procede d'iteration 
de Moser que supb(j^ ,5^/2) Me; ^ et done ||'Ue,||L=o(^) ^0. Ainsi, ||ueJ|Loo(o) -> 
0, or ceci contredit le fait que HueJlLW^-Q-) > c > 0, pour tout i. 

Pour la suite (wej, on a un nombre fini de points de concentration de fJ, 
on considere alors, une sous-suite {Uf_ ) de (■Ug . ) qui a le maximum de points 
de concentration, soit xi,X2, . . . ,Xm tons les points de concentration de (ue ). 
Alors toute sous-suite de {u^.) a au plus m points de concentrations. 

D'apres le lenime 1( modifie, limsup -^ liminf) de [He], on a: 



Vfc e {f,...,m} V(5> liminf / 

<^J^" Jb{x 



{xk,S) 



uZ~^'{x)dx> 



UJ-n 



2" ■ 



et, 



V X G ri - {a;i, .. .,Xm} 3 (5y > liminf / uf "^ {x)dx = 0. 

Soit K un compact de H — {xi, . . . , Xm}, on a, sup^ u^. — Uf . (i/j) avec, par 
compacite, yj ^ y E K. En utlisant le meme raisonnement que [He] dans le 
lemme 4 et le lemme 8 et les estimations elliptiques (theoreme 9.11 de [GT]), 
puis les estimations de Schauder on en deduit qu'il existe une sous-suite Ue . 
qui tend vers dans C'^{K). De plus cctte sous-suite verifie: 

V A; G {1, . . . , m) V(5 > liminf / u^- ''' {x)dx > — ^. 



Ce qui revient a dire que la nouvelle sous-suite a au nioins m points de 
concentrations, d'apres la definition de to, cette sous-suite a exactement m 
points concentrations xi, . . . , Xm- On obtient: 

y y ^VL — {xi, . . . , Xm} 3 (5j, > liminf / u^j '^'' {x)dx — 0. 

En considcrant une suite exhaustive de compacts {Kn) de fJ — {xi, . . . , Xm}, 
Kn C Kn+i, UnKn = fi — {xi, . . . , Xm} st en utilisant le precede diagonal, on 
en deduit qu'il existe une sous-suite notee Ug qui a exactement m points de 
concentrations xi, . . . , Xm et qui converge vers dans Cf^^^Cl — {xi, . . . , Xm})- 

Soit xi un point dc concentration, alors, il existe une suite j„ -^ +cxd et 
Xj^^i -^ xi avec u^. (xj^^k) ^^ +oo. En appliquant le mcnic precede pour X2 
puis pour Xk, k allant de 3 a to,, on extrait une sous-suite notee encore (ue ) 
et des suites de points (xj^k), k allant de 1 a to. tels que, Ue{xj,k) —>■ -l-oo et 

Ainsi, pour tout fee {!,..., m}, il existe une suite yj^k -^ Xk et Ue^ {yj,k) -^ 

+ CXD. 

On pouvait remarquer que, 

|-B(xfc,(5)| sup M^"^' > / u'^,^"' {x)dx > —^ pour i > io- 

B{xk,S) JB{xk,S) ^ 

puis, on fait tcndre S vers zero. 
Point ii): 

Soit Xk un point de concentration, alors: 

Mfc = liminf / u^-''^{x)dx > -^, 

'.-0 Jb(x,m) 2" 

avec, 5o = min{j-^j^jj=i .._„} 



ClyXi , Xjj 



2 
Alors, pour < 6 < Sq, on a: 



/ife= liminf / u^. '^^ {x)dx — limini / u^. '^^{x)dx. 

^J^O JBixk.So) ' 'J^° JB(xk.S) ' 

En considcrant une sous-suite et en prcnant (f> G C{Q), on obtient: 



/ <-^^- ix)<l>ix)dx - V / <-^^ {xmx)dx+ / z.,^-^^ (x)0(x)dx, 

Jo ,,^^JB{xk.S) Jn-[U^^^B{xk,S)] 

En prenant (5 asscz petit et en utilisant le point i) du Theorcme, on en deduit 
que: 
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» m 

lim / u^^-"^ {x)(f){x)dx = ^ ^fe(/)(a;fc), fik > t^- 

^.^"JO fc=l ^ 

Point iii): 

Soit Xe . G 17 tel que Me (x^ . ) = supj^ u^ . , apres extraction d'une sous-suite, 
on pent supposer que x^- ^ xq G O. II est clair que xq est un point de con- 
centration et done xq est I'un des Xk, k € {1, • • ■ ,iti}, on pent supposer que 

Xq =Xi. 

Soit K un compact de 17 — {xi, . . . , x^}, alors il existe ai > 0, . . . , a^n > 
tels que, K C fl = fti — [U™ ]^i3(xi, ofi)], oil Hi est un ouvert relativement 
compact de fl. D'apres le point i), u^. ^0 uniformement sur O. 

Considerons I'opcrateur L = —A + n{n — 2)u^.^^'^^'^\ alors, Lu^. = et 
I'inegalite de Harnack usuelle est vcrfiee pour cet operateur (voir [GT]). Ainsi, 
pour tout Cl CC fi, il existe c = c{tl, fi, n) > telle que: 

SUpUe < cinf Mj.. 

A n 

On prend il contenant K et tel que son bord exterieur (bord le plus proche 
de do. ) soit le bord d'un ouvert O contenant une boule de centre xi et de rayon 
a > 0. Comme u^ est sous-harmonique, on obtient: 

inf Uj . < inf u^ . — inf u^ . . 

n ' do ' o ' 

Comme, B{xi, a) e O, en utilisant I'inegalite de Harnack du type sup x inf, 
on a: 

sup Ue . X inf Ug . < c — c{0^a^'n). 

B(xi,a) ' ^ 

Or, supf2 Uf^. = sv^'PBixx a) ^cj i 6^- combinant ces inegalites, on obtient: 

supUf. supUe < c — c{K, il, n). 
n ' K ' 

Point vi): 

Methode 1 : 

On salt (voir [H] pages 164-165) qu'il existe un voisinage du bord w, un 
ouvert fl' CC fl et une constante positive c' = c'(n, il) tcls que: 

supue^. < c' / Uf.{x)dx. 

On pent (quitte a grandir il'), supposer qu'il existe _R > tel que, B{xk, R) C 
il', /cG {l,...,m}. 

Comme Uf . est sous-harmonique d'apres I'inegalite de Moser-Harnack, il 
existe < i?' < i? et une constante positive c — c{n, il, R') tels que: 
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/ Ue^{x)dx<c inf u^. — c inf u^^, A: G {1, . . . , m}. 

Jb(xi..R') B(xkM') aB(xk,R') 



lB(x^,R') 

D'apres le point iii) , on a: 



Ce qui donne: 



SUpUe^. X sup U^. < Cfc. 
n dB{xk.,R') 



supu^j / u^j(x)dx < c{R' ,n,k,n). 

n ' JBixk.^R') 



On se place maintenant sur fl' — {^t=iB{xk,R' /2)}. Sur cet ouvert on 
a d'apres le point i), Ug- < 1 a partir d'un certain rang, on peut appliquer 
I'inegalite de Harnack usuelle a la fonction u^ . solution de Lu^ . = oii L = 

—A + n(n — 2)uej *^^ . II existe c = c(R' , fl, n) telle que: 



sup Ue . < c inf Ue — c inf Ue < c inf u^. ~ c inf u^ 

n'-{U^^^B(x^,R')} ' n'-{^J^^^B(x^,,R')} ' d(n' -{\J^^^B(xk,R')}) ' dW ' iV 



En utilisant I'inegalite de Harnack du type sup x inf, on obtient: 

sup Me X inf Mg. = sup U£ . X miUf. < c(Q' ,fl,n). 
n ^ ^' ^ B(xuR') ' ^^' 

Finalenient, on obtient: 



supue^. X / u^^{x)dx < sup Ug^x sup Ug^ < c{il,, R' ,rt,n). 

O ' JiV-{U^^^B(x^M')} ' O ' n'-{u]^^^B(xk,R')} 

En conibinant, toutes ces incgalites, on obtient, 

supWe^ X supue^. < c' sup w^^ / u^.{x)dx < c(aj, 17, ri). 

Methode 2: 

D'apres I'inegalite d'Alexandrov-Bakelman-Pucci (voir [Au]), on a: 



supue^. < supue, +C||m,^ ''IIl"M- 



Done, 



,7V-l-e,|| ^o,,„„, I rU. „, \N-l-€i 



supue, < supue^ + C\\u^. "'WL^ioj) < supu^. + C'{snpu^.) 
D'apres le point i), sup^Ug. -^ 0, d'oii: 

{1 — k) supue^ < supue^ avcc < fc < 1. 
En utilisant iii), on conclut que: 
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SUpWe^ X SUpUe^. < SUp Ue^. SUp M^^ < c{uj,rt,n). 

Point v): 

D'apres la formulc de Pohozaev (voir [P] ou [H]), on a: 



ej I %■ " '''{x)dx^Cn / < {x - y)\iy{x) > [d^u^-ia)] da. 
In Jan 



D'ou, 



^ ' ,,w-i- 

' n V Jo " Jdn 



€j SUpUg. I I U^. '^^ {x)dx — Cn < x\l'{x) > 



9^ [(sup We JUe J (cr) 



N-l-Ci 



2 



da. 



a: 



Posons, ge, = (supfjUeJuej et f^. = n(n - 2) (supj^ u^Jue, '• Alors, on 

Ag^. — /<;. dans Q et g^. — sur dfl. 
D'apres Ic point iv) , Hge^ ||l~(c^;) < c(w,il, n), avec uj un voisinagc du bord 

on. 

D'apres la formule de representation dc la fonction Green, on a: 
ge,{x)^ / G{x,y)f,^{y)dy> / G{x,y)f^^{y)dy. 



D'apres le point iii) , on a, g,, . (x) < c(x, il, n) pour .x G fi — {xi, . . . , x^} et 
d'apres le point iv) et i), ||/eJ|Loo(^) < c{uj,Vt,n). 

D'apres le principe du maximum, G'(x, y) > c(x, fl — LU,fl,n) > pour x G O. 

Finalement, 

feAy)dy <c\/ j. 



1(1 

On veut prouver qu'il cxiste unc constantc c = c(0,n) > telle que pour 
toute solution positive Ui de, 

Aui — Ui^~^~^% dans Ui — sur dfl, 
on a, 



/» < c, 

On salt qu'il existe un voisinage uj du bord tel que sup^^ Ui < c{lj, fi, n), on 
considere I'operateur L — —A + n{n — 2)ui^~'^~^' dans I'ouvert uj, pour cet 
operateur on pent appliqucr I'inegalitc de Harnack usuelle ( voir [GT] , chapitre 
8). On obtient, 
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pour tout ouvert ib relativement compact dans a; ct c = c(J), oj, n). 

On salt aussi, qu'il existe (5 — biyi^n) > tcl que d{xi,dil) > S, avec 
Ui{xi) — swp^Ui. On prend alors, lo tel que son bord exterieur soit dVl, et fl 
conticnt strictement les Xi. On a lo depend de O et de n, de meme uj CC to, est 
choisi a partir de uj et done depend ( il le doit) de O et de n. 



sup Mi X sup Mi < csupMiinfui < c sup Mi inf Ui — cui{xi)x[niui = c?ii (xi)xinfMi 

car, Mi est sous-harmonique et I'inf sur I'ouvert est atteint sur le bord 
(principe du maximum). 

On utilise I'inegalite de Harnack du type sup x inf pour obtenir, 



sup Mi X inf Mi < c{il,uj,n), 
n h 



Done, 



gi{x) < c(uj,n,n) sura;. (*) 

D'apres, I'inegalite d'Alexandrov-Bekelman-Pucci, 

sup Mi < sup Mi +C||Mf"^~*^'||i„(^) < sup Mi +C\\Ui\\L^l^^), 

En multipliant par supj^ Mi a droite et a gauche, on obtient. 



sup5j < snpg^ + C\\g^\\L^(^^), 



On peut ecrire. 



\\gt\\L^(Lo) < WgrWL'-ioj^oj,) + \\gi\\L^ioj,), 

avee, We un ouvert de lu qui est voisinage de dfl, 

< SUp^ilWel^/" < SUpf'-l'.i-l^/'^ 



milL^iu,) < supg^\uJe\ ' < snpg,\uje 



amsi, 



sup5i(l - Clwel^/") < sup5i + C sup gi, 

UJ dU! UJ — UJ^ 

En prenant w^ voisin de dfl de mesure tres petite |we| < C~", puis en 
utilisant (*) avee uj — lo — lo^^ puis uj ~ duj, on obtient, 

\\g^\\L^{Lo)<c{n,n). 
Grace a la fonction de Green du laplacien, 
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g,(x) == / G{x,y)fi{y)dy> / G{x,y)f^{y)dy, 
Jn Jsi-w 

Par le principe du maximum, G{x, y) > c{duj — dO,, il — w, 17, n)) pour x G 
dcu — dil ct y E n — ui. 

Done, 

/ f^<c{n,n), 

or, fi = n{n — 2)gi x Ui^^'^^'^' < c(il, n) sur uj, d'oii Ic resultat. 



En utilisant, Ic Icmmc 8 dc [He] ou Ic lemmc 2 de [H],il existe una eonstante 
positive c — c{uj, il, n) telle que pour (3 g]0, 1], pour tout voisinage to' CC lo du 
bord dft, on a: 

71 

l5e,llwi.'!(!:2) + ||V5eJ|co.0(^/) < c, 1 < q < ^^-7^- 

En utilisant le thcorcme d'Aseoli, on peut extraire de g^ une sous-suite qu'on 
note eneore g^ qui converge uniformcment dans C^{uj') vers g > 0. D'apres 
le prineipe du maximum de Hopf, supgj^ l^i'ffl > 0: sn utilisant le point 1) et 
I'identite de Pohozaev (voir [H]), on conelut qu'il existe deux eonstantes positives 
Pi et (32 telles que:: 



/3i < Ej i sup U^. j < (32 



Plus prceiscment. 



SUpUg 

n 






Sur un voisinage uj de d^, en passant aux sous-suites, on peut supposer que 
g^ converge uniformement vers guj dans C^(w). 

Point vi): 

Considerons une suite exhaustive de compacts {Kn) de Q. — {xi, . . . , Xm}- Sur 
tout compact K de Vl — {xi, . . . ,Xm\ le point iii) donne Wg^^ \\l=°(k) < c(.K, il, n). 
En utilisant les estimations elliptiques et le lemme 2 de [H] ou le lemme 8 
de [He] et le theoreme d'Aseoli, on peut extraire de {g^) une sous-suite qui 
converge dans C^{K) vers une fonction gx- Comme V/e = n(n — 2){N — 1 — 

Ej)uej ^V^e , en appliquant ce procede a la suite de compacts {Kn) et en 
utilisant le procede diagonal et I'unicite des limites, on construit de proche en 
proche une fonction g S C^(J7 — {xi, . . . , Xm\) et une sous-suite notee encore g^^ 
qui converge vers g dans Cfi^^{Ct — {xi, . . . , Xm})- En prolonge g et Vg en g et 
Vg sur f2 par (par exemple) sur {xi, . . . , Xm}- g reste une fonction mesurable 

— Tl 

sur i7 et comme ||5e llH/i.-jfo) < c(n, il) avec 1 < g < . Grace a rinjection 

de Sobolev VF^'"^ dans U~ 1 < r < q* ei rinjection compacte de Khondrakov 
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pour 1 < r < g*, on a ge . -^ g dans U' ct g ~ g presque partout( on compare g 
et g sur Kn, puis on passe a la limite en n). Done, g G L''(fl) avec r > 1 et est 
solution ( au sens des distributions) de: 



^ m 

/ gA^ - V7/c4, yci)ec\n)n Hl{n), 

3, 7fe = liniinf^^^o iBix^M) f<^A^)^^ ^^ '^o = "^m^jA^^eii^.-.^m} 



i-ii I *Xy V ■ t*^ -7 / 



En utilisant les points i), iii) et iv),la suite (/e) converge uniformcment vers 
sur tout compact de il — {xi, . . . , Xm}- 

Or, la fonction G de Green du laplacien avec condition de Dirichlet, verifie: 

Jn 
Done, 

« m 

/ [g-y2ikG{xk,x)]A(f>^oy (f>e c'^{n)r\Hl{n) 
J^^ fc=i 

et, 



g — y^jkG{xk,x) — sur 90. 
fe=i 

En utilisant le theoreme de regularite d'Agmon (voir theoreme 8.2 pp 444 
de [Ag]ou [Au]), on conclut que, u = g — X^fcLi lkG{xk, x) presque partout avec 
u&C°°{n). 

Comma 5 — X^feLi 7fcG(a;fe, .) est C^(J7 — {xi, . . . ,Xm\)-, on en dcduit que 
u = g - YlT=i IkGixk, .) partout sur Q - {xi, . . . ,a;„}. 

Soit alors, w la fonction qui vaut wdans B{xk, e),k — l...met g^J2^=i lkG{xu, .) 
partout ailleurs sur fl, w est C'^{Q) egale a u — X^fcLi lkG{xk, •) presque partout 
sur O et done, J^ wA(j) = au sens des distributions et w = sur le bord dO,. 
Finalement w = sur 17; d'oii g = X]fe=i lkG{xk, .) sur Cl — {xi,a;2, . . . , Xm}- 
Ainsi, on a: 

m 

supUe^Me^ -^ ^7fcG(xfc,.) dans Cf^^{Cl ~ {xi,. ..,a;„}). 



fc=i 



On a: 



7/c = lim inf / /e et lim inf / 

^^^" Jb(x,„So) ' "^^O Je 



,N-e 



' ^ IJ-k > 



iO„ 



B(xk,So) 



2"' 



done, 



7fe = n{n — 2) lim inf 



e^-^O 



B{xk,So) 



(sUpUeJu 



Af-l- 



> n{n - 2)nk- 
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Preuve du Theoreme 4: 

Les conditions 6, c > 0, et c < — , nous permcttent d'avoir I'existence d'une 
fonction do Green G pour Topcrateur A^ + 6A + c, telle que, 



avec, C{M,g),C'{M,g) > 0. 
On ecrit alors, 



M 



M 



et, 

d'ou, 

supw, xinfu, > / F,u,2"/("-'^). 
On multiplie I'equation (_E) par Ui puis on integre par parties, on obtient, 

M J M ^ 

On utilise rinjection de Sobolev H^{M) dans L2n/(«-4)(-7y^) g^ jg f^it que 
<Vi{x) < A sur M pour obtenir, 

^||Ui||^2™/(„-4) > K \\Ui\\^2r^/{r^-4.), 

done, 

||u^||L2„/(„-4) >i^">0, Vz 

ainsi, 

supu, X inf u, > / T/jUj2"/(«-2) > i^ > V i. 

M M 

Preuve du Theoreme 5: 



Supposons par I'absurde que: 



supui X inf Ui —> 0. 



Alors, pour 6 > assez petit, on a: 

supwi X inf Ui -^ 0. 

Q {x,d{x,dn)>5} 

D'apres la preuve de la proposition 2.4 de [C-G], on a pour S > assez petit. 
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On a, 



sup Ui< M ^ M{n,n). 

{x,d{x,aO,)<S} 



Ui{x) = / G{x,y)ui{yf "'dy, 
Jn 



Soicnt, K' un autre compact de fJ, en utilisant Ic principc du maximum, on 
obticnt: 



3 ci = ci{K,K\n,n) > 0, telque G{x,y) >c V x e K, y eK', 
done, 



inf Ui = Ui{xi) > ci / Ui{yY 'dy, 
^ Jk' 

En prenant, K = Kg — {x,d{x,dil) > 6}, il existe C2 = C2{S,n,K,il) > 
telle que: 

infui > C2 / Ui{yf''''dy, 
^ Jks 



d'ou, 
























supui 


X 


iniu, 

K 


: > 




u^ivr'" 


"'dy. 






On 


en deduit 


que: 




















+ + 

a. a. 


^:-l 


dia 


•,dQ.)< 


S] 


J{x,d(x 


:,an)> 


■5} 


u^+^-'' 


Ce 


qui donne, 





















I \u^ 1 1!;1:}:'' < sup u, x Int u, + mesHx, d{x, dn) < S})MP+^~'^ , 

' n {x,d{x,di2)>S} 

en faisant tendre, i vers I'infini ct en prenant S assez petit, on conclut que, 

ll"»llp+l-e, -^0. 

Or, d'apres I'injection de Sobolev (voir [V]), H^ifl) n H^ifl) dans LP+^{n), 
en multipliant (E) par Ue , en integrant par parties et en utilisant I'inegalite de 
H'older, on obtient. 



Jn Jn 






4 
De < ei < et de I'inegalite precedente, on a la contradiction suivante, 

n — 4 

||u^||p+l-e. > K3>0, 
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